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1. EXPRESIONES ALGEBRAICAS. CLASIFICACION

Tanto en matematicas, como en fisica, en economia, en quimica, ... es corriente el uso de expresiones en las
gue intervienen ndmeros y letras (llamadas también variables o incdgnitas) relacionadas entre si mediante las
operaciones aritméticas usuales: suma, resta, producto, divisién, potenciacion y radicacién.

Tales expresiones se llaman algebraicas. Son ejemplo de expresiones algebraicas:

3x2+4y -7 ; 3xZ+2x+3 ; y27a%b
Las expresiones algebraicas se clasifican en:
2
Enteras: Si no existe ninguna letra como denominador §x4y ; 3x3 + 6a
2
Fraccionarias: No enteras: 2x_y ; M DX+ 4
X+Yy 2b y
. . . . . ., . 2y .
Racionales. Si no existe ninguna letra bajo el signd radical: 3x + — ; \/§a+ b

Irracionales: No racionales. Las variables estan sometidas a radicacién: 4/3xy ; 3x+ \/7y3
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2. VALOR NUMERICO DE UNA EXPRESION ALGEBRAICA

Si las letras que figuran en una expresidn algebraica se sustituyen por nimeros determinados, la expresion
algebraica se convierte en una expresioén aritmética cuyo valor se podra calcular efectuando las operaciones
indicadas. Obtendremos asi el valor numérico de la expresion algebraica para los valores dados a las letras.

Ejemplos:

El valor numérico de 3a +5bparaa=-2, b=4 es 3-(-2)+5-4=-6+20=14
El valor numérico de 3xy +3 xy2 para x=9, y=-1es

3.9-(-1) +3-49(-1)> =27 +3-4/9=-27+3.3=-27+9=-18.

=17
El valor numérico de 3a + 5b para a=1/2, b=-2es 3- % +5. (— 2): g -10=—.

2

Notad que, como hemos visto, una misma expresién algebraica tiene distintos valores numéricos dependiendo
del valor asignado a las variables.
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3. MONOMIOS

Se llama monomio a una expresidn algebraica racional entera que consta de un solo sumando.
. 2
Son monomios: — gazb 23X ;3 x ; A3xyR.

No son monomios: v3a°b ; %ab+b ; 3—X
y

Todo monomio consta, de dos partes:
Coeficiente: el nimero del monomio.
Parte literal : las letras con sus exponentes.

Asi:

2 2
e enel monomio ——a’bel coeficiente es — 3 y la parte literal a°b.

e en 3x, el coeficiente es 3y la parte literal x.
e enx, el coeficiente es 1y la parte literal x.

e En 3, el coeficiente es 3 y la parte literal x° (recordar que todo nimero elevado a 0 es igual a la
unidad, y por tanto 3 =3x°).

Se llaman monomios semejantes aquellos que tienen la misma parte literal.

Son semejantes los monomios: 3x2y; —%xzy ; \/§x2y

No son semejantes: 3xy ; —gxy2 ; \/§x2y

Se llama grado de un monomio respecto a una variable al exponente de dicha variable; y se llama grado del
monomio a la suma de los exponentes de las variables que forman el monomio.

Asi:

7
e elgradode — §a3b respecto a a es 3, respectoa b es 1, y el grado total del monomio es 4.

e celgradode3xes 1.
e elgrado de 3 es 0 (recordar que 3 =3x°).
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3.1. OPERACIONES CON MONOMIOS

Es preciso recordar previamente las reglas de operaciones con potencias.

n
a - a a
a".am = gtm (a.b)n:an_bn Z_—g"m [_j = —

SUMA Y RESTA DE MONOMIOS

Sélo se pueden sumar y restar monomios que sean semejantes. Para hacerlo se suman (o restan) los
coeficientes dejando la misma parte literal.

Ejemplo:
3a%h + 4a’b —%a% -3+4 —%) -a’b =%a3b

PRODUCTO DE MONOMIOS

Se multiplican los coeficientes y las partes literales, teniendo en cuenta la regla de los signos y las operaciones
con potencias (producto de potencias de la misma base).

Ejemplos:
1. (Sa?’b)(% abgcj = %a“b“c

2. (-2xy) (-3xy?) = +6x%y°
3. (3x) (-2x%) (4x°) = -24x°
DIVISION DE MONOMIOS

Se dividen los coeficientes y las partes literales, teniendo también en cuenta la regla de los signos vy las
operaciones con potencias (cociente de potencias de la misma base y potencias de exponente negativo).

Ejemplos:

1. (3a°h): [i abJ 152
5 4

3 1
2. 3x3) 1 (=6X) = ——x® =—-=x?
(3x%) : (-6x) 5 >
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2
3. (2ab*) : (3a%b2c) = 2alp2ct = 22°
3 3ac

POTENCIA DE UN MONOMIO

Para hacerlo tendremos en cuenta la regla de los signos, la potencia de una potencia y las potencias de un
producto y de un cociente.

Ej.:

(-2a°b’c)* = +4a°b’c?

3 3
2av3c| =[2] a®cd = -8 a%hoc?
5 5 125
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4. POLINOMIOS

Podemos definir un polinomio como la suma algebraica de monomios.
2 . .
3x2y +5x - Exy + \/Eys' es un polinomio.

Cada monomio se llama término del polinomio; asi un monomio es un polinomio de un solo término; si el
polinomio tiene dos términos se llama binomio, si tiene tres términos, trinomio, y si mas de tres se llama
polinomio, sin nombres especificos.

3x2yz - %yz2 es un binomio; 4x*-3x -2y’ es un trinomio

Se llama grado del polinomio al mayor de los grados de los términos que lo forman.
El polinomio 3x2yz —%yz2 es de grado 4; 4x*- 3x — 2y* es de grado 3.

Se llama polinomio homogéneo a aquel cuyos términos son todos del mismo grado.
El polinomio 3x%y —%xs +4y?x es homogéneo.

Un polinomio se dice que estd ordenado respecto a una variable cuando el exponente de dicha incégnita en
cada término es siempre mayor (ordenado decrecientemente) o menor (ordenado crecientemente) que en el
siguiente término.

El polinomio 3a*+6a’b-3ab>+b’ esta ordenado crecientemente respecto a “a” y decrecientemente respecto a
Ilbll

Un polinomio se dice completo respecto a una variable cuando posee todos los grados de dicha variable, desde
el grado O (término independiente) hasta el mayor.

El polinomio 3a*+6a’b-3ab®+b’ es incompleto en ay en b.

El polinomio 3+2x-3x*+4x> es completo y esta ordenado crecientemente respecto a x.
: : 3 4 2 >
El polinomio en x, 3x® —2x + 4X™ -7 — §X es completo y desordenado.

Usualmente trabajaremos con polinomios en una sola variable, designada por x, y sélo para algunas
operaciones usaremos polinomios con mas de una variable.
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4.1. SUMA'Y RESTA DE POLINOMIOS

SUMA
Para sumar polinomios se suman los monomios semejantes que existan.
Ejemplo:

{ 3x3 —2xy? +3y° - 7y2}+ { —2x - 2x3 + 7y? - 3x%y +12y3}:
=3x3 —2xy? +3y® — 7y? —2x — 2x3 + 7y? - 3x%y +12y® = x® — 2xy? +15y> — 2x — 3x%y

La operacion es notablemente mas sencilla con polinomios en x:
(2-3x+4x*-7x*+18x°) + (3- % x*-3x°+8x™- é x°) =

= 2-3x+4x>-Tx +18x°+3- % x2-3x>+8x"- % x® = 5-3x+ % X33 +x +18x°- % x°

RESTA

Para restar se hace lo misma que para sumar teniendo en cuenta que un signo menos delante de un paréntesis
cambia todos los signos de su interior.

(2-3x+4x2-7x"+18x°) (3—%)(2—3x3+8x4—§x6) -

= 2-3x+4xX>-7x +18x°-3+ % X 43x3-8x*+ % x°= - 1-3x+ % X+3x3-15x*+18x°+ % x°

4.2. PRODUCTO DE POLINOMIOS

PRODUCTO DE UN POLINOMIO POR UN MONOMIO

Para multiplicar un polinomio por un monomio se multiplican cada uno de los términos del polinomio por el
monomio.

Ejemplo:

(2x3 +5xy —7xy? ) (—2xy)=—4x*y —10x?y? +14x°y*

(3+ 2x—gx2 +6x“j-(4x2)=12x2 +8x3 —%x“ +24x°
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PRODUCTO DE POLINOMIOS

Para multiplicar, un polinomio P(x) por otro Q(x) se multiplican cada uno de los términos del polinomio P(x)
por cada uno de los monomios de Q(x). Los polinomios resultantes se escriben unos debajo de otros, de forma
que estén en la misma columna los monomios que hayan resultado semejantes. Se suman finalmente los
productos parciales obtenidos y obtenemos el polinomio producto final P(x) ¢ Q(x) . Normalmente, como
hemos dicho, se trabaja con polinomios en x.

Ejemplo: Multiplicar (4x3 —3x% +2x + 1)- (Zx2 + 3)

4x3 -3x% +2x+1 —>P(X)
2x*+3 > Q)(x)
12x® - 9x% + 6x + 3

8x° —6x% +4x3 + 2x?

8x° —6x* +16x3 - 7x%2 +6x+3 - P(X)-Q(X)

Notad que el grado del polinomio producto es igual a la suma de los grados de los polinomios factores:

|grado [P(x)-Q(x)] = grado P(x) + grado Q(x)l

En el ejemplo anterior el grado del polinomio 8x° —6x* +16x> — 7x? + 6x + 3|es 5, que es suma de los grados
de los polinomios P(x) y Q(x), que son 3 y 2 respectivamente.

DIVISION DE POLINOMIOS:

Dividir un polinomio D(x) (dividendo) entre otro polinomio d(x) (divisor) es encontrar un tercer polinomio c(x)
(cociente) tal que:

[D(x) = d(x) - c(x)]

No siempre es posible encontrar un polinomio cociente que multiplicado por el polinomio divisor nos de el
dividendo. Cuando ello es posible se dice que la divisién es exacta o entera y el polinomio D(x) se dice que es
multiplo de d(x) y de c(x).

Pero si no es posible la division es inexacta, existe un polinomio r(x) (resto), de grado siempre menor que el
divisor d(x) y tendremos:

[D60) = d(x) - c(x) + r(x) |

Ejemplo:

2
£4X—JrZ)():2x+1 & (2x+1)-2x = 4x% + 2x

2X
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Siendo:
D(X) = 4x? + 2x d(x) = 2x c(x) =2x +1

Entonces:

% =c(X) < c(x)-d(x) =D(x)

En este ejemplo la divisidn es exacta, por lo que no hay resto.
DIVISION DE UN POLINOMIO POR UN MONOMIO

Se divide cada término del polinomio dividendo por el monomio o divisor. Es necesario que el polinomio
dividendo esté ordenado decrecientemente.

La division se acaba cuando, se obtiene resto cero, é cuando se llega a un dividendo parcial de grado menor
que el divisor.

Veamos dos ejemplos donde mostramos la disposicidon practica de los calculos:

6x° — 7x3 +12x2 +§x 2x2

8x* +6x3 +4x+10 |2
-6x° 3x3-Lx216
—8x* 4x3 —3x2 +2 2
_6x3 —-7x3
+6x3 +7x°
4x 12x°
—4x —12x2
10 <« resto.

3
— X < resto.
5

DIVISION DE UN POLINOMIO POR UN POLINOMIO
Lo veremos sobre un ejemplo:

1°. Ordenaremos en sentido decreciente dividendo y divisor. Si el dividendo no es completo dejaremos huecos
en los términos que falten.

8x° +12x* —6x?>+10x+8 |x?+2x-2

2°. Dividimos el primer término del dividendo entre el primer término del divisor. Luego multiplicamos el
término del cociente asi obtenido por todo el divisor y restamos el producto resultante del dividendo, con lo
cual tenemos el primer dividendo parcial.
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8x> +12x* —6x% +10x+8 | x2+2x-2
- 8x° —16x* +16x3 8x3

—4x* +16x° -6%x% +10x +8

3°. Se realiza con este dividendo parcial las mismas operaciones y seguimos asi hasta obtener resto cero o
hasta llegar a un dividendo parcial de grado menor que el divisor.

8x> +12x* —6x° +10x+8 | x%+2x-2

- 8x° +12x% +16%° 8x3 —4x? +24x - 62

—4x* +16x% —6x% +10x +8

+4x* + 8x® -8x?

+24x% —14x% +10x + 8
—24x3 - 48x?% + 48x

-62x% +58x +8

+62x% +124x —124
+182x —-116 <« resto

Notad que se cumple D (x) = d (x) - ¢ (x) + r (x) (lo podéis comprobar); y que el grado del cociente es el grado
del dividendo menos el grado del divisor.

|Grado ¢(x) = grado D(x) - grado d(x)l

En nuestro ejemplo: 3=5-2.
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5. Regla de Ruffini

La regla de Ruffini es un método cémodo para hacer la division de un polinomio por un binomio x-a.

Lo veremos sobre un ejemplo: dividir {3x5—2x4+6x2-10} :{x-2}
19. Una vez ordenado decrecientemente el polinomio dividendo, pondremos los coeficientes de sus términos
en fila; si falta algin término, su coeficiente sera cero. Debajo y a la izquierda colocaremos el término

independiente del divisor cambiado de signo.

3 20 6 0 -10

22, Bajamos el primer coeficiente y lo multiplicamos por el término independiente del divisor; el producto lo
sumamos al siguiente coeficiente; la suma obtenida la multiplicamos de nuevo por el término independiente
del divisor y continuamos asi.

3 20 6 0 -10
2 6 8 16 44 88
coef. c (x) 3 4 8 22 44| 78 resto

32 E| dltimo namero obtenido es el resto de la divisidn; los restantes son los coeficientes del cociente; como el
grado del divisor es 1,el grado del cociente sera de una unidad menos que el del dividendo.

En nuestro ejemplo: cociente 3x4+4x3+8x2+22x+44. Resto: 78.

Si se trata de dividir un polinomio por el binomio x+a, pondremos en la parte inferior izquierda -a (siempre el
término independiente del divisor cambiado de signo).

Ejemplo: dividir: {4x4-3x2+6x} : {x+3}

4 0 -3 6 0
-3 -12 36 -99 279 cociente: 4x3 —12x% + 33x - 93
4 -12 33 -93 (279 resto: 279
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6. Teorema del resto

El resto de dividir un polinomio por el binomio x-a es igual al valor numérico de dicho polinomio para x=a.

O bien: el resto de dividir un polinomio por el binomio x+a es igual al valor numérico de dicho polinomio para
X=-a.

Veamos dos ejemplos:

1. Al dividir {3x2-2x4+6x2-10} : {x-2} hemos obtenido de resto 78; segun el teorema del resto,el valor
numeérico del polinomio 3x5-2x4+6x2-10 para x=2 debe ser 78.

Comprobémoslo: 3-25-2-24+6.22-10=3-32-2-16+6-4-10=78.
2. Con el otro ejemplo expuesto, el valor de 4x4-3x2+6x para x=-3 debe ser 279.
Veamos: 4-(-3)4-3-(-3)2+6:(-3)=279.
Algunas aplicaciones del teorema del resto
1. El teorema del resto permite calcular el resto de una divisién entre x-a o entre x+a, sin hacer la divisién.
Ejemplo: ¢Cudl es el resto de la divisidn {3x3-6x2+2x-10} : {x-1}?
Basta calcular el valor numérico del polinomio para x=1
Resto = 3-13-6:12+2.1-10= 11

2. Asimismo podemos saber si un polinomio el divisible por x-a o por x+a sin hacer la divisién; basta que el
valor numérico (= el resto) nos dé cero.

Ejemplo: ¢Es divisible x2-4x+4 por x-2?
Veamos: 22-4-2+4=4-8+4=0. Si.

3. Otras aplicaciones del teorema del resto: cdlculo de las soluciones racionales de cualquier ecuacién

polindmica con coeficientes racionales, factorizacién de polinomios, calculo del minimo comun multiplo y el
maximo comun divisor de polinomios, los veremos a continuacion.
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7. Calculo de las raices de un polinomio

Se llaman raices de un polinomio P(x) a los valores de la variable que hacen que el polinomio tome valor
numérico cero. P(x)=0.

Ejemplo: Del polinomio x3-2x2-5x+6 son raices los valores 3, 1, -2, pues
(3)3-2-(3)2-5:-(3)+6=0
(1)3-2:(1)2-5:(1)+6=0
(-2)3-2:(-2)2-5:(-2)+6=0

Para obtener dichas raices se divide el polinomio, por Ruffini, por un nimero que sea divisor del término
independiente. Si el resto es cero, ese numero es la raiz. Si el resto es distinto de cero, se prueba con otro
divisor del término independiente.

En nuestro ejemplo, los divisores de 6 son +1,-1,+2,-2,+3,-3,+6-6.

x3-2x2-5x+6 Al probar con el 1 el resto es cero, por lo cual es raiz del polinomio.

1 -2 5 6

1 1 -1 -6
1 -1 6 0

-2 -2 6
1 3 0

3 3
1 0

Después se sigue probando con los divisores en el polinomio cociente y obtenemos de raiz -2, y asi
sucesivamente hasta que el cociente es de grado 1. El término independiente cambiado de signo es la ultima
raiz. En el ejemplo, el cociente es x-3, la Ultima raiz sera 3.

Las raices de este polinomio son 1,-2,3.
Las raices pueden repetirse como las del polinomio x2-2x+1 que son 1,1. Se dice que 1 es raiz doble.

Las raices no siempre son enteras. El polinomio x2-3 tiene de raices ++/3,—3; para estos casos, si el
polinomio es de segundo grado, se resuelve como una ecuacién de segundo grado.

También hay polinomios de segundo grado que no tienen raices reales, como x2+1.
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8. Factorizacion de polinomios

Todo polinomio se puede descomponer en producto de polinomios de primer grado y de segundo grado.

Si las raices de un polinomio P(x) son a,b,c,..., el polinomio se podra descomponer en: P(x)=(x-a)(x-b)(x-c)...
estos son los factores.

Si alguna raiz es multiple (doble, triple...) se pondra el factor elevado a la potencia correspondiente {(x-a)2, (x-
a)3,..}

Si algun polinomio de segundo grado no tiene raices reales, el factor es dicho polinomio.

Ejemplo: el polinomio x5+2x4-3x3-x2-2x+3 tiene raices 1,1,-3 y queda de cociente x2+x+1, que no tiene raices
reales. Su descomposicion factorial sera: (x-1)2 (x+3) (x2-x+1)

1 2 3 -1 -2 3
1 1 3 0 -1 -3

1 3 0 -1 -3 0
1 1 4 4 3

1 4 4 3 O
-3 -3 -3 -3
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9. Fracciones algebraicas

Una fraccién algebrdica es el cociente entre dos polinomios PO Ej: 3)2( 5
Q(x) x“+3

Dos fracciones algebrdicas son equivalentes si al multiplicarlas en cruz nos da el mismo polinomio.

Ejemplo: 1 y X son equivalentes porque 1 (3x2+5x)=x (3x+5).
3x+57 3¢2 | 5x

Si se multiplican numerador y denominador por un mismo polinomio, la fraccién resultante es equivalente a la
primera.

Si descomponemos factorialmente numerador y denominador, y hay factores iguales en ambos, estos factores
se pueden simplicar.

3x2 4 5% _ X(Bx+5) _x
3X+5 3X+5 1

Ejemplo: =X

Minimo comun multiplo de polinomios es el polinomio formado por los factores comunes y no comunes con
el mayor exponente.

2 = — —
Ejemplo: X" —4x+3=(x-1)(x-3)

X —2x+1=(x—1)2

m.c.m. (x2-4x+3, x2-2x+1)=(x-1)2 (x-3)

Maximo comun divisor de polinomios es el polinomio formado por los factores comunes con el menor
exponente.

Ejemplo: M.C.D. (x2—4x+3, X2-2X+1)=X-1

Suma v resta de fracciones algebraicas.

19 Se halla el comun denominador (m.c.m. de los denominadores).
22 Se divide el comun denominador por cada denominador y se multiplica por el numerador corres-pondiente.
32 Se suman o restan los numeradores resultantes.

Ejemplo:

3x X +2 3x X +2 3x(x - 1) (X+2)(x=3) 32 -3x+x2—x-6 4x° —4x—6
2 T2 VY 2 - 2 * 2 = 2 - 2
X —4x+3 x“-2x+1 (X-D(XX-3) (x-1) xX-1D°(x-3) (x-1)°(x-3) x-1)°(x-3) x-1)°(x-3)
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Producto de fracciones algebradicas

El numerador es el producto de los numeradores y el denominador el producto de los denominadores.

3x X+ 2 3x X+ 2 3X(X + 2)

Ejemplo: = . =
X2 _ax+3 xP-2x+1 (x-D(x-3) (x-1)% x-1%x-3)

Cociente de fracciones algebraicas

Se multiplica en cruz igual que el cociente de fracciones numéricas.

33X X+2 3x(x +1)

Ejemplo: : =
x-1 x+1 (x-1)(x+2)
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10. EXPRESIONES NOTABLES

Damos a continuacidn algunas identidades algebraicas de uso comun y que es preciso conocer:

El cuadrado de un binomio suma es igual a la suma de los cuadrados de los términos que lo forman mas el
doble del primer término por el segundo.

(@+bf =a?+b%+2-a-b

El cuadrado de un binomio diferencia es igual a la suma de los cuadrados de los términos que lo forman
menos el doble del primer término por el segundo.

(a-bf =a?+b*-2.a-b

El producto de una suma de dos términos por su diferencia es igual a la diferencia de sus cuadrados.

(@+b)-(a—b)=a?-hb?

El cubo de un binomio suma (6 diferencia) es igual al cubo del primer término mas (menos) el triplo del
cuadrado del primer término por el segundo mas el triplo del primer término por el cuadrado del segundo,
mas (menos) el cubo del segundo término.

(@+bf=a®+3-a%-b+3-a-b%+b°

(a-bfP =a®-3-a2-b+3-a-b%-b°

El cuadrado de un polinomio es igual a la suma de los cuadrados de todos sus términos mas los dobles
productos de cada término por todos los posteriores.

(@+b+c+df =a?+b?+c*+d*+2-a-b+2-a-c+2-a-d+2-b-c+2-b-d+2-c-d
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EJERCICIOS DE POLINOMIOS

1. Clasificar las siguientes expresiones algebraicas:

2 3 2
a) 3";a p) X3 ¢) ya2 b

15

2. Hallar el valor numérico de:
a)3a’b-cparaa=5,b=-2,c=3.
b) 3a%b? — 4a®b + 5a%b para a=-1, b =-2.

3. Indicar el coeficiente y la parte literal de los monomios:

3 4.7 3 3.2 4a5b2
a) —-=x"y'z b) —a’b c
) 2 Xy ) 5 ) Z
4. De entre los monomios que se dan indicar los que son semejantes:
a) %azb b) 6ab? c) - 4a% d) v/3a%b

5. Ordenar los siguientes polinomios con respecto a x, e indicar su grado total y el grado respecto a cada
incoégnita:

a) 3xy? +5x3y —6x%y> +7.
b) 4xyz® + 6x°y?z* —5x"y*z.
6. Efectla las siguientes operaciones:
a) 6a+ 8a b) 2a-b+5a-3b+7a c) 2a+4a-"7a

d) 4a-6a e) X +2X +3x f) x =2x —3x

7. Efectla las siguientes operaciones:

a) (a+b)-(a+bh) b) (a-b)-(a-b)
c) (@a+b)-(a-b) d) 4ab-2a
e) (-4) - (12a%b) f) (a-4b)?

g) (-3a%) - (5ab%) h) (5ab%)?
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i) (3a—Db)-(3a+hb) j) (~12ab) - (-8ab?)
8. Realiza las siguientes operaciones:
3

a) x% +3x% + 7x? b) x*-x%-x-x3 c) 2x - 3x* + 7x? - x

9. Divide los siguientes monomios:

6x° gxs %XY
a) — b) c)
2x* 4, EIN
3 5

10. Reducir y ordenar en orden decreciente los siguientes polinomios:

a) 5x2—3x2+%x3+%+6x—x3+3x2.

4 1 1
b) 3y -2y  +—y+y?+ =y -y,
) 3y -2y YTV Y o3y

11. Calcula los siguientes productos de polinomios:

a) (3x2—5x+8)~2x b) (SXZ—%X+%j~(6X+12)

c) 32 _Lyia -(10x +5). d) x2-gx-t|.[2x2 Lyl
2 5 2 4 2
12. Halla el cociente y el resto de las siguientes divisiones:
a) (gx5+4x3—8x+1}3x2 b) (x2+2x+1):x

c) (x3 +3x% +6X + 2): x2 d) (Gx8 +4x5 +5x5 +3x* —2x3 - 2x —1): ax3
13. Realiza las siguientes divisiones y di cuales son exactas:

a) (x3—3x2+6x—4):(x—1) b) (2x2+4x—5):(x2+6)

c) (3x5 +4x* +8x3 - Tx + 6): (3x3 +x2 —1)
14. Aplicando la regla de Ruffini, halla el resto y el cociente de las siguientes divisiones:

a) (x5 —3x* +2x3 +x2 —x—1):(x—8) b) <2x4 +3x2 +6x—7):(x +1)
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c) (x3+5x2+x—1):(x—2) d) [1x5 4253 _x2ax—6|:[x+t
4 3 3
15. Halla, sin hacer la divisidn, el resto de las siguientes divisiones:
3 2 : 1.3
a) (3x — 6x +5x—8).(x+2) b) [Zx —2x+1j:(x—1)
16. Halla a en el polinomio x* + 5x3 — 2x + 2a sabiendo que al dividirlo por x — 3 da de resto 122.

17. Calcular, mediante la divisién por Ruffini el valor numérico del polinomio x® — 6x + 4 para x=5.

18. Averiguar qué valor debe darse a m para que el polinomio x° + 2x —m sea divisible por x — 3.

19. Aplicando las férmulas de expresiones notables dadas en el tema, calcula:

a) (3x+5x2)2 b) (2x—4x2)2 c) (6x +2)-(6x - 2)
d) (%+3x3j2 e) (3+2x+3x2)2 f) (3x+2x2)3
g) (3x—2x2 +5x3)2 h) (3-2x)3 i) (3x—2x3)-(3x+2x3)

20. Descompdn las diferencias de cuadrados siguientes en producto de una suma por una diferencia:

a) 9x® - 16 b) 36a% -1 c) 9 e —éy2
16 9

21. Hallar el dividendo de una divisidn en la que el divisor, cociente y resto son, respectivamente: a+1, a-1, a-1.
Determinar para qué valores de a el dividendo sera nulo.

22. Descomponer en factores por el método oportuno:

1) —x+x2-x3+x* 2) 9x% — 3x

3) 2ax? — 4a°x + 12ax 4) x> -9

5) x> —2x+4 6) 16y — x*

7) x* -5x - 14 8) x3 —2x? —x+2
9) 6x°%y — 3xy* 10) ac - bc + ad — bd

2,,2

11) a* — x%y 12) x* +5x3 +5x%> -5x -6
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13) 8x3 + 2x? —=13x + 3
15) a® —ab + ax — bx

2 2
17) & _b°
9 25

19) x3 —2x? +3x -6
21) x3 -3

23) a® + y? — 2ay

23. Simplificar las siguientes fracciones algebraicas:

4ax?

1)

12a’xy

49!a2b ’
35a'%

) 2laxy® — 49x%y

5
63xy? )3

7) mx — my
ay —ax
4 4
) i
(x+yf(x-yf
11) 4xy + 4X
2Xy + 2X —4yz — 4z
33
13) — =~ —Y
ax —ay + bx — by
2
15) X -1

x3—x-3x%>+3

14) 12x3 + 8x? —=3x - 2

16) z* —y*
18) x* —5x? + 4

20) ax + by —ay — bx

22) X2 +y?

—3m°n
2) — =
-6mTn’z

2) 16a%b — 12a%p®
8ah

xy? — x

x? — ax

6)

8) (a_ b)2

a? —b?

3ax — 3a
10) =2 =%
9y“ - 9x

a’ —b%? —ac +bc

12)
b2 —c? +ab +ac

x3 —x% - 8x +12

14)
x3 —6x% +2x +12

24. Hallar el m.c.d. y el m.c.m. de los polinomios siguientes:
a) x3—7x-6 y x3 +4x? —11x - 30

b) x* +8x% +15 y x*+3
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25. Realizar las siguientes operaciones con fracciones algebraicas:
1) . X N 2 N 3 2) 2x—2 N 2x+1
XS-3x+2 Xx-2 x-1 X2 —-Xx—-6 Xx2—-4x+3
3)x+1_x—2 4) 2x+1 1
XxX+3 x-1 x2+x-2 x-1
_ _ _ _ 2 2 2
5)3 x+5 y+x y x-3 )i_a 1+a +b b%
6 20 15 10 3b b? ab a®
_ 2 _ 2 2
7)a+b+2 a b 8)X y 33X -y
a-b b-a a?-b’ X+y X2 +2xy +y?
_ 2,2
9)3(2x 12)—X+y+ 2x +y . 10) 3a 2+3a+2b_ 24b
XS—yc Y—-X X°-2xy+y 3ab-2b 12ab  9a“ - 6ab
26. Productos de fracciones algebraicas:
2 2
a) 4xy 3.3 b) 14 1] X =Y
y 2 X 2y?
9 x> -y? X +y d) x*—4x+3 x*-4x-5
X—y x?+2xy +y? x?-Bx x?-2x-3
3,3 2 2
e) 1 N 2X ~£—1 f)x +y +x 2xy +y
1+x 1-x2) (x x2-y? X2 -xy+y?
X y)(x vy Xy ax x% +a® 2x
TN b s U bt
y X y X)) X°+y a“ — X 2ax X+a
27. Cocientes de fracciones algebraicas:
x*+3x  x®-x?+3x-3 @-1¢ a?-1
2 * 2 b) 2 -
X2 —3x+2 x2 -4 x2-1  (x-1f
2 12
0 3a+3 +(a+1)2 d) 1.2).@ b
12-12a a%>-1 b) ab-b?
X 1
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_a)¥ x-a
_1+(x aj
X +a
1+g+i2 _1
a _a’. a
a+3+g 1_§+i2
a a a

1+X
: X
1Y

X
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SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS

1. a) Fraccionaria y racional.
b) Entera y racional.

c¢) Entera e irracional.

2. a)-753 b) -6
- 3 - 3 - 4
3. a) Coeficiente = — - b) Coeficiente = > c) Coeficiente = <
Parte literal = x*y’z Parte literal = a®> -b®>  Parte literal = a° - b?
4, Son semejantes los monomios 1, 3, y 4.
5.
5x%y — 6x%y° + 3xy? +7 -5x'y%z + 6x°y%z* + 4xyz®
Grado total 5 Grado total 12
Grado x 3 Grado x 7
Gradoy 3 Gradoy 4
Grado z 4
6. a) 14a b) 14a - 4b c) —a
d) -2a e) 6x f) —4x
7. a) a2 + 2ab + b? b) a® — 2ab + b? c) a® - b?
d) 8a%b e) —48a’b f) a% — 8ab +16b?
g) —15a°b? h) 25a%b* i) 9a° — b?
i) 96a2%b®
8. a) 11x2 b) x° c) 13x°
9. a)3x b) 2 x2 o) - 2x¢
8 3

1 3 2 1 5 3 2
10. a) —— X" +5X" +6Xx+—= b) -Zy°+y“+4
) =3 5 ) -3y Y +ay
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11. a) 6x3 —10x? +16x b) 30x3 +57x% + 2x + 16
c) 1553 + 22 4 39x + 20 d) oxt _By3, 3 31, 1
2 4 2 8 4
1 5, 4
12. a)C:gx +§X R: -8x+1 b)C: x+2 R:1
c)C: x+3 R: 6x + 2 d)C:§x5+x3+Ex2+§x—l R: -2x -1
2 4 4 2
13.  a)C:x*-2x+4 R:0— Exacta. b) C: 2 R: 4x —17
c) C: x? ix+L R I exs
3 3
14.  a)C: x* +5x3 +42x? +337x +2695 R:21559 b)C: 2x* —2x? +5x+1 R:-8
c)C: x* +7x+15 R:29 d)C:£x4—ix3+2—5x2—§x+£ . 6298
4 12 36 108 324 972
15. a) —66 b) - 3
4
16. a=-125
17. P(5)=99
18. m=33
19.  a) 9x® + 30x° + 25x* b) 4x% —16x3 +16x*
2 1 3 6
c) 36x° —4 d)z+3x + 9x
e) 9x* +12x% +22x% +12x + 9 f) 8x5 +36x° +54x* +27x3
g) 25x°® — 20x° + 34x* —12x> + 9x2 h) — 8x3 + 36x? — 54x + 27
i) 9x? — 4x5
20.  a) 3x+4)-(3x-4) b) (6a+1)-(6a—1) c) (%x2+%yj~[§x2—%yj

21. D: a>+a-2 :

a=1lya=-2
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1) x(x —1)(x2 +1) 2) 3x(3x -1)
3) 2ax(x—2a+6) 4) (x—3)(x+3)
5) (x+2)<x2 —2x+2) 6) (4y—x2)(4y+x2)
7) (x +2)(x-7) 8) (x —2)(x -1)(x +1)
9) 3xy (Zx - y2) 10) (a-b)(c +d)
11) (a2 - xy)(a2 + xy) 12) (x —1)(x +2)(x + 2)(x +3)
13) 8(x —1)(x - i) [x + Ej 14) 12[x - i][x + lj(x + —j
4 2 2 2 3
15) (a-b)(a+x) 16) (z—y)(z+y)(z2 +y2)
17) (E _Bj (E . 9) 18) (x —1)(x + 1)(x - 2)(x + 2)
3 5){3 5
19) (x - 2)(x? +3) 20) (b—a)(y - x)
21) (x—y)(x2 +xy+y2) 22) (x+y)(x2 —xy+y2)
23) (a-yf
X m 7b?
1) — 2 3) P2
) 3ay ) n2z ) 5at
4) 42- 3b? 5) 3ay? - 7x 6) y? -1
2a ox?y® X —a
m a-b x% +y?2
7)-m 8 9
) a ) a+b ) x* —y?
10) - —2 17) - 12) 2=
3x + 3y X —2z b+c
13) X% + xy +y? 14) x> +x-6 15) 1
a+b X2 —4x — 6 x-3
2
16) —

x? -1
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24: a) mem. (x +2)(x - 3)(x +1)(x +5) m.cd. (x+2)(x -3)
b) m.c.m. (x2 + 3)(x4 +8x2 +1) m.c.d.1
S(,2
c) mem.2(x — 2)(x - Ej (x +X+ 1) m.c.d. 2(x - 2)
2
75 1) 26x -8 2) _ 2x2 +4
Xc—=-3x+2 X —2x°-5x+6
3) X5 gy L
X +2x-3 X+ 2
33-20x + 7y —3a* + 4a% + 3a% + 3ab? - 3p*
5) —— —+ 6)
60 3a2h?2
2 o2
7) 2a° + B?b - ga -2b 8) 2X
a2 —b (x+yf
9) 2x3 + 2x%y + 3x% = 3xy — 3x + 3y 10 45a% - 20b?
(X — y)z . (X + y) 12ab(3a— 2b)
2 2
a) 6x(2 - x? by X =Y o)1
) 6x(2 - x?y) o~ )
) X1 e) fx—y
X
x2 —y? X
g 7 h)
Xy a-x
a) x(x +2) b) @a-1)(x-1) c)—l
(x-1f (x+1)(a+1) 4
2
3 2 2
41 o) X —32x ~11x -5 f)_{x 2y J
X°-x-1 y
g8 -
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EJERCIOS PROPUESTOS
POLINOMIOS

1. Reduce términos semejantes:
a) %azb:‘)c _ 2 %2 + 2palc
b) %—:Sxy2 +§x2y —%yzx +3
o) 4a%* - 2a%® + Za%* —b%a* + b*a®
4 3
2. Efectua las siguientes operaciones de sumas y restas:
a) (Sazb —2ab +ab- 1)+ (55:1b2 —2a’b -1+ ab)+ (3 — 4ab + a’b - 2ab2)
b) (1— xy —y? - 22)+ (3xy + 2y2)+ (— 322 -5+ xy)+ (3xy - x? - 22)
c) (27a2b —3a%h - 7a3b2)+ (6a2b +8a%p? - 7a3b)+ (— 3a®b +10a%p? - a2b)
d) [2a® + 3(x - y) - 5(a% + b))+ [(-a® + 2(a% + b) - 8(x - y)|+ [(12(x - y) + 10(a? + b) - 6a%

) e+ ) - 302 —y) -2/ + 29)]+ B0~ y) - 56+ d) + 6047 + 22)+ [5ly? + 22) - 4o + o) + 56 - )]+
ey -2 e 22 v 202 - y)

3. Calcula A-B+C y A+B-C, siendo:

1, 3 , 5, 1 7 3 , 3, 5
A=—=XyY—-=Xy"+3xy;B ==Xy —-—xy+—=xy;C=—xy° +—Xy—-—X
3 y 5 y y 6 y 3 y 5 y 2 y 2 y 6 y
4. Efectua los siguientes productos:
a) (2a® - 3ab + b?)(a® — 5ab + 6b?)

b) (2a® - 3b? +5¢2)(a® - 4b? + 6¢?)

c) x(y-z)(y+z)+y(z+x)(z-x)+2(x+y)(x-y)
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d) {a[b(a-c)+a(a+c)]—c[(a+b)c—(ac-b)]}.(az—bc)

e) (Exs _2y2 +x—£j{x+3]—(§x—5)[x2 +i]
4 3 2 3 2 9
1 2 2 3 5

f) {E(x —gJ(x +1) - (x +§J(x —Zﬂ —3x

1 3 3 2 3 5 3
g) (EX _EX jZX—[ZX+EJ(—4X )

5. Realiza las siguientes operaciones:

R

b) (2ab? - 6a - b® - 5a° [Bab? — 3b° + 3a%)

3—x_2x—3.x—2 33X -2

c) +
2 6 4 3

6. Emplea las reglas de los productos notables para calcular las siguientes expresiones:

a) (2a+b)2; (a+b2)% (x2y)2
2 2 2

1 3 1
b =y|; —=X-Y|; 2X+ =y | .
el Byl o)
B3 GF
) |=x—-=1; —-m+— ; 2X+=y| .

3 5 2 9 4

2 2

d) (3am+m)Z; £§a2—b2j ; (m2n+nm2)2-

7. Utiliza las reglas de los productos notables para calcular las expresiones siguientes:
2 2
a) (3-a)(3+a b)|[=-b|=+b
) (3-a)(3+a) ) ( 3 J[ 3 J

c) (a-b?)(a+b?) d) @ +b?)(@%-b?)

3 2 3 2 2 2 3 22,2 3 2
Sa?-1]2a? +1 f|Sx2+2y?2 | Sx2 -2
e e BRI S G td
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8. Calcula los cuadrados de los trinomios siguientes:

a) (x+y+z)2 b) (2x+y+32)2
¢) (a-b+c)2 d) (a+b-c)2
e) (3a-2b-c)? f) (a2-ab+b2)2

9. Halla el cubo de los binomios siguientes:

3
a) (a+2b)3 b) [%x + ZyJ

¢) (3-2x)3 d) (5x2-3y)3

REGLA DE RUFFINI'Y FRACCIONES ALGEBRAICAS

1. Sirviéndote de la regla de Ruffini halla el cociente y el resto de las siguientes divisiones:

a) (x3-x2+11x-10) : (x-2) b) (8x3-3x+x4+20+12x2) : (x+3)

c) (6x4+20x3-41x2+50x+20) : (x+5) d) (20-22x3+5x2) : (x-2)

e) L6 25 g4 _243,2, 4 t(x=2) f) X2+ 2x5 _axt _ 24325 14 i (x+3)
6 3 6 3 3 6 3

g) (m + gm“ +2m® —?mﬂ : [m —Ej h) (3x3a-5xa3+2x2a2-x4+a%) : (x-2a)

i) (a®-b®) : (a+b) i) (@2-3a3b2+b>) : (a-b)

k) (x*-2x2+3) : (x32-1) 1) (x12-3x9a3+5x6a6+3x3a9-7a12) : (x3-a3)

2. Averigua el resto de las siguientes divisiones. Si son exactas calcula también el cociente y pon el dividendo
como producto de dos factores:

a) 3x4+5x3-x-8 : x+2 b) 5m-3m3+8m2-6 : m-3

c) 4a%-8a2-6+2a3-2a: a-g d) %mz +4+ %m +3m3med
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3. Halla p para que sea exacta la divisién:
X2-2X+p 1X+3
4. Busca r para que sea nulo el resto de la division:

3 2 5 7 1
XZ ==X+ IX+—IX+=
3 9 3

5. Afiade el término independiente al polinomio x4-3x3+x para que sea divisible por x-2.

6. Halla el valor que debemos dar a "p" para que el polinomio
3a5y2—2a7+6a4y3-py4+y7-azy5 sea divisible por y-a.
7. ¢éQué valor ha de tomar m para que x2-8x2+mx-6x3+1 sea divisible por x-4?

8. ¢Qué valor ha de tener b para que x-3 sea un factor de x3-6x2+2x-2b+2?

9. En el polinomio x4—3x3+2x—2m, determinar m para que al dividirlo por x+2 dé 16 de resto.

10. En el polinomio: 2x3 — %xz + %x +3x

. ; 1
¢Qué valor ha de tener m para que x -5 sea un factor?

11. Halla el valor de r para que (-2) sea un cero del polinomio x2-3x3+2rx-4.

12. Descompdn en factores, realizando una doble extraccion:
1) ac-bc+ad-bd 2) a2-ab+ax-bx

3) ay-2by-2bx+ax 4) 6ab-9b2+2ax-3bx

13. Descompdn en factores los siguientes polinomios:

a) x3-7x2+7x+15 b) x3-2x2-x+2
c) 2x3 +3x? - g —% d) x4+x3-16x2-4x+48
e) 3x2-12x-15 f) 5x2+5x-30

g) 45a2y4-125x2 h) x2-16x
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14. Halla el m.c.d. y el m.c.m. de los siguientes grupos de polinomios:

a)a-1 a2-3

b) a2-b2 22-22+b2
c) x3-1 X2-x

d) 5x-10 15x2-60
e) ax-ay-bx+by x2-2xy+y2
f) x4-y4 x2-y2

g) 15a-5a2 a2-6a+9

15. Efectua las siguientes operaciones:

3(x-1) x+ x2 +y?
1) (2 2)_ Y 2 . 2
X< -y y—-X X°=-2xy+y
3) 3(x-Yy) X 1
oMV — %2 —vZ  x2_y2 x-—
y—-X" -y X" -y y
X 1 1 4xy
5) 2 2t o 2 2 2 2\2
X“-y® (x-y) (x+y)T (X7 -y9)
7)_§._X
1+% 1Y
y X
X-y X+y
g) _X+Y X-y .(f_l)
xz—yz_x2+y2' y X
x21y?  x2_y?
11) 2x—2 N 2x+1
X°—X—-6 X" -4x+3
13) 2x+1 B 1

x> +x—-2 x-1

15) ( ax )(x2+a2 ] ( 2% j
2_ 2 | +1)-
a - —x 2ax X+a

ab-b

a2-ab

x2-1
3x2-12x+12
3a2-6ab+3b2
2_

3ox2 3

y+Xy<-y

(a-1)* a’-1
6 :
) x2 -1 (x-1)

2
1+—+— 1
g 2@ a’ a
2 2 1
a+3+— 1-—+—
a a al
10) X 2 3

3 + +
x> -3x+2 x-2 x-1

X+1 x-2

12)
XxX+3 x-1

x2—4x+3_x2—4x—5

14)
x> —2x -3

x? —5x
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